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Авторское резюме 
 

Состояние вопроса: В настоящее время касательное напряжение в потоках с двухфазными средами находится 
экспериментальным путем или с использованием полуэмпирических выражений, поэтому разработка теоретиче-
ских подходов на основе математических моделей и уравнений динамической скорости трения (касательного 
напряжения) в каналах в зависимости от скорости газа, жидкости и газосодержания для расчета двухфазных 
сред является актуальной.  
Материалы и методы: Динамическая скорость рассчитывалась с использованием средней скорости потока, 
диссипации энергии и коэффициента переноса импульса. 
Результаты: Рассмотрены математические модели для расчета динамической скорости трения (касательного 
напряжения) в зависимости от скорости газа, жидкости и газосодержания.  
Выводы: Результаты расчетов показали, что наиболее близкие к экспериментальным данным значения дина-
мической скорости получены по моделям, учитывающим толщину пограничного слоя и коэффициент переноса 
импульса. Результаты, полученные по предложенным математическим моделям, хорошо согласуются с экспери-
ментальными данными и поэтому могут использоваться в инженерных расчетах. 
 
Ключевые слова: динамическая скорость, диссипация энергии, коэффициент переноса импульса, толщина по-
граничного слоя. 
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Abstract 
       

Background: At the present time the shear stress in the flows with two-phase media is calculated experimentally or by 
using the semiempirical expressions. As a result, it is important to develop the theoretical approaches on the basis of the 
mathematical models and equalizations of friction velocity (shear stress) in the channels in dependence of gas velocity, 
liquid and gas content for calculating two-phase media. 
Materials and Methods: Dynamic velocity is calculated by using the average flow velocity, dissipation of energy and the 
momentum transfer coefficients. 
Results: Different mathematical methods to calculate dynamic friction velocity (shear stress) in two-phase system liquid-
gas depending on liquid and gas concentrations and gas velocity are overviewed.  
Conclusions: It is shown that the best agreement with the experimental data is obtained from the method used the 
thickness of the boundary layer and the coefficient of the momentum transfer. The above mathematical models give re-
sults which agree well with the experimental data, and can, therefore, be used in engineering calculations. 
 
Key words: dynamic speed, energy dissipation, the coefficient of momentum transfer, the thickness of the boundary layer. 

 
Большинство процессов в промышленных 

аппаратах и установках происходят при взаимо-
действии двухфазных и даже многофазных сред. 
К таким средам относятся, например, системы 
газ – твердые частицы, жидкость – твердые час-
тицы, газ – капли жидкости, жидкость – пузыри 
пара или газа. Такие системы являются двух-
фазными. Особый интерес представляет газо-
жидкостная система на барботажных тарелках, в 
газлифтных трубах, химических реакторах, фло-
таторах и других аппаратах.  

Эффективность работы любого массо- и 
теплообменного аппарата во многом опреде-
ляется характеристиками пограничного слоя. 
Как известно, пограничный слой образуется 
около твердого тела при движении среды 
(жидкости или газа). Значение пограничного 

слоя очень велико, так как он определяет гид-
родинамическое сопротивление при движении 
среды относительно твердого тела, а также 
сопротивление переносу массы и тепла. 

Для описания процесса переноса импуль-
са Буссинек предположил, что турбулентное ка-
сательное напряжение τт определяется анало-
гичной формулой закона трения Ньютона: 

т( ) ,du
dy

τ = −ρ ν + ν
               

(1) 

где ν и νт – коэффициенты молекулярной и 
турбулентной вязкости, м2/с; u – продольная 
составляющая вектора осредненной скорости, 
м/с; y – продольная координата, м; ρ – плот-
ность среды, кг/м3. 

Между процессами переноса импульса, 
массы и теплоты почти всегда существует 
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аналогия. Поэтому для расчета коэффициен-
тов переноса в тепло- и массообменных аппа-
ратах различных конструкций часто возникает 
необходимость в определении среднего зна-
чения касательного напряжения τст (или дина-
мической скорости u*): 

ст
* .u

τ
=

ρ
 

Например, динамическую скорость в од-
нофазном потоке на стенке трубы можно найти 
из уравнения баланса сил: 
стF PSτ = ∆ ,                (2) 

где F – площадь поверхности трубы, м2; P∆  – 
перепад давления, Па; S – площадь попереч-
ного сечения трубы, м2. 

Перепад давления жидкости определя-
ется по уравнению Дарси - Вейсбаха:  

2
cр ,

2
H U

P
d
ρ

∆ = λ                                                   (3) 

где Н – длина трубы, м; Uср – средняя скорость 
движения жидкости, м/с; d – диаметр трубы, м. 

Коэффициент гидродинамического со-
противления λ определяется по уравнению 
Блаузиуса: 

0,25

0,316
Re

λ = , 

где Re – число Рейнольдса. 
Из выражений (2) и (3) следует 

* ср / 8u U= λ .               (4) 
Эта формула справедлива, в основном, 

для каналов круглого сечения. 
Определение параметров пограничного 

слоя осуществляется на основе расчета дис-
сипируемой энергии. Для вычисления динами-
ческой скорости в двухфазных средах и при 
обтекании тел с кривизной поверхности часто 
находит применение подход, основанный на 
использовании средней диссипируемой энер-
гии в единице объема среды [1–3]. 

Определим динамическую скорость при 
турбулентном движении газожидкостных сме-
сей в трубах через величину диссипации по 
выражению, полученному в работе [2]: 

1/ 3

э
*

ж

,u
 εχδ

=  ρ 
               (5) 

где ε – средняя диссипация энергии, Вт/м3;  
χ = 0,4 – константа Прандтля; δэ – толщина погра-
ничного слоя, м; ρж – плотность жидкости, кг/м3. 

Среднюю диссипацию энергии можно за-
писать, используя перепад давления в трубе: 

г-ж

сл ж

,
P G

V
∆

ε =
ρ

                (6) 

где G – массовый расход газожидкостной сме-
си, кг/с; Vсл – рабочий объем трубы (газожидко-
стной среды), м3. 

Для газожидкостных систем при стацио-
нарном движении в круглой трубе использует-
ся известное соотношение: 

г-ж
г

ж

(1 ) ,nP
P

−∆
= − ϕ

∆
               (7) 

где ∆Рг-ж – перепад давления при движении 
газожидкостной смеси; ∆Рж – перепад давле-
ния в случае однофазного течения (3); ϕг – ис-
тинное объемное газосодержание; n – показа-
тель степени, n ≈ 2. Из выражения (7) следует, 
что гидравлическое сопротивление всегда 
больше при двухфазном течении. 

Для определения толщины пограничного 
слоя используется потоковое соотношение [4]: 

2
cт * cр ,u Uτ = ρ = ργ               (8) 

где γ – коэффициент переноса импульса, м/с. 
Из уравнения (8) с коэффициентом пере-

носа импульса [4] 
*

э
*

3013,73 2,5 ln ln

u

u

γ =
 ν

+ δ − 
 

              (9) 

для газожидкостной системы получим 

ж
э

* г *

30exp 0,4 13,76 2,5ln ,
u (1 )

u
u

  ν
δ = − +  − ϕ     

(10) 

где uж – фиктивная скорость жидкости, м/с. 
Динамическую скорость можно найти, 

используя выражение для коэффициента пе-
реноса импульса γ [2]: 

0,25

э
*

ж

.u
 εδ γ

=  ρ 
              (11) 

Для сравнения результатов расчета ди-
намической скорости по приведенным выра-
жениям (5) и (11) рассмотрим полуэмпириче-
ские подходы. 

При восходящем движении газожидкост-
ной смеси в трубах газлифтных реакторов дина-
мическую скорость u* можно рассчитать с ис-
пользованием полуэмпирического уравнения [3]: 

2
4 24

* от г г(1 ) ,ж
ж

u к gu
 τ

= + ν ϕ − ϕ ρ 
           (12) 

где относительная скорость определяется по 
формуле 

г ж
от

г г

,
1-

w u
u = −

ϕ ϕ
 

где wг – фиктивная скорость газа, м/с. 
Исследования восходящего газожидкост-

ного потока в трубах диаметрами 32 и 25 мм 
показали, что при uж = 0,1–2,2 м/с коэффици-
ент пропорциональности к сохраняет постоян-
ное значение, равное 1,9 [3]. 

Уравнение (12) получено для развитого 
турбулентного течения. 

Газосодержание ϕг вычисляется при  
wг ≤ 0,7 по формуле [3] 

0,680,15

г 4г г
ж

0,4 ,w
g

  ρ ∆ρ
ϕ =     ρ σ   

           (13) 

где ∆ρ – разность плотностей жидкой и газовой 
фазы; σ – поверхностное натяжение, Н/м. 
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Рассмотрим также приближенную зави-
симость [3]: 

0,214 5,5 2
1,75 ж от г г ж

г 2
ж ж

(1 )
(1 ) 1 ,

к gu ν ϕ − ϕ ρτ
− ϕ = + τ τ 

(14) 

где τж – касательное напряжение при турбу-
лентном течении только жидкой фазы в барбо-
тажной трубе, определяемое по уравнению 

2
ж

ж 0,25
ж

0,316 .
8Re
жuρ

τ =              (15) 

Динамическую скорость газожидкостного 
потока также можно вычислить из простого со-
отношения [3] 

ж
1,75

г

.
(1 )

τ
τ =

− ϕ
              (16) 

Таким образом, анализ литературных 
данных выявил несколько различных формул 
для расчета динамической скорости газожид-
костного потока. 

Ниже приведены результаты расчета за-
висимости динамической скорости от скорости 
газа и жидкости, а также от газосодержания. 

При расчетах принят восходящий прямо-
ток. Скорость движения жидкости рассматри-
валась в интервале от 0,2 до 1,2 м/с, а газа 
(воздуха) – в интервале от 0,8 до 2 м/с. Диа-
метр трубы был принят равным 0,05 м.  

На рис. 1 представлены результаты расче-
та для однофазного потока (жидкости), а на рис. 
2–5 – для восходящего движения газа и жидкости. 
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Рис. 1. Зависимость динамической скорости от скорости 
жидкости (однофазный поток): 1 – динамическая скорость, 
рассчитанная по уравнениям (5)–(10); 2 – по системе урав-
нений (9)–(11); 3 – по формуле (4) 

 
Анализ полученных данных показывает, 

что значения динамической скорости (рис. 1, 
кривые 1 и 2, формулы (5)–(10), (9)–(11)) всего 
лишь на 9–12 % отличаются от значений ди-
намической скорости, рассчитанных по фор-
муле (4). Результаты, полученные при расчете 
по формуле (4) (рис. 1, кривая 3), характери-
зуют экспериментальные значения динамиче-
ской скорости. 
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Рис. 2. Зависимость динамической скорости от скорости 
газа при uж  = 0,8 м/с: 1 – динамическая скорость, рассчи-
танная по уравнениям (5)–(10); 2 – по системе уравнений 
(9)–(11); 3 – по формуле (16); 4 – по формуле (14); 5 – по 
формуле (12) 

 
Рис. 3. Зависимость динамической скорости от скорости 
газа при uж = 1,4 м/с: 1 – динамическая скорость, рассчи-
танная по уравнениям (5)–(10); 2 – по системе уравнений 
(9)–(11); 3 – по формуле (16); 4 – по формуле (14); 5 – по 
формуле (12) 
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Рис. 4. Зависимость динамической скорости от скорости 
газа при uж = 1,6 м/с: 1 – динамическая скорость, рассчи-
танная по уравнениям (5)–(10); 2 – по системе уравнений 
(9)–(11); 3 – по формуле (16); 4 – по формуле (14); 5 – по 
формуле (12) 
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Рис. 5. Зависимость динамической скорости от скорости 
газа при uж = 2,0 м/с: 1 – динамическая скорость, рассчи-
танная по уравнениям (5)–(10); 2 – по системе уравнений 
(9)–(11); 3 – по формуле (16); 4 – по формуле (14); 5 – по 
формуле (12) 

 
Анализ полученных зависимостей  

(рис. 2–5) показывает, что значения динамиче-
ской скорости, соответствующие кривой 1 
(формулы (5)–(10)), отличаются от значений 
динамической скорости, рассчитанных по по-
луэмпирическим выражениям (12), (14) и (16) 
на 5–11 %. Для кривой 2 разница составляет 
10–16 %.  

 
Заключение 

 
Анализ полученных результатов позво-

ляет сделать вывод о том, что значения дина-
мической скорости, рассчитанные по различ-

ным выражениям, удовлетворительно согла-
суются между собой. Математические модели, 
разработанные в [1, 2, 4], соответствующие 
уравнениям (5)–(10) и (9)–(11), можно исполь-
зовать в инженерных расчетах как для одно-, 
так и для двухфазных сред. 
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